Glava 7: Posledice Maksvelovih jednacina

U ovoj glavi su izlozene neke neposredne posledice Maksvelovih jednacina, ostaljajuci
trenutno po strani one posledice koje se odnose na energiju i impuls elektromagnetnog
polja. Drugi deo teksta ove glave se odnosi na fizicke situacije u kojima jacina elektricnog
polja i magnetnog polja kao i elektricna i magnetna indukcija nisu neprekidne funkcije.

Ispisani su grani¢ni uslovi u elektrodinamici u skalarnom i vektorskom obliku.



1. Zakon odrZanja slobodnih naelektrisanja

Na osnovu “jednacina sa izvorima” pokazuje se saglasnost Maksvelovih jednacina sa jednacinom

kontinuiteta naelektrisanja. Formirajmo divergenciju obeju strana ¢etvrte Maxwellove jednacine:
. .. .. oD
div rotH=d|VJ+d|vaa—t50, (1)

posto je divergencija rotora ma kog vektora identicki jednaka nuli. U drugom ¢lanu moZemo

izmeniti redosled operacija i potom divD zameniti prema prvoj Maxwellovoj jednacini

diva—D:QdivD:a—p,
ot ot ot
pa prethodna jednacina dobija oblik
op .-
——+divj=0. 2
p ] (2)

To je jednacina kontinuiteta naelektrisanja, a posto se p i j odnose na slobodna naelektrisanja,
ona izrazava zakon odrZanja slobodnih naelektrisanja! u diferencijalnom obliku. Bilo bi pogre$no
re¢i da je jednacina kontinuiteta posledica Maksvelovih jednacina. Jednacina kontinuiteta je izraz
fundamentalne osobine odrZanja naelektrisanja, pa bilo koja elektrodinamicka teorija mora biti u
saglasnosti sa njom.

Ako vaze materijalne jednacine u najjednostavnijem obliku
D=¢E B=uH, j,=c(E+E"),

van oblasti stranog polja

D=¢E, j=0oE, (3)
moze se dobiti niz daljih polsedica Maxwellovih jednacina. Tada jednacina kontinuiteta i prva

Maxwellova jednacina dobijaju oblik

—a—p:adivE+ E-grado, (4)
ot
edivE+E-grade = p, (5)

to su dve jednacline za odredivanje veli¢éina p i E u provodnoj sredini. U specijalnom slucaju kad
je o=const i &=consteliminacijom divE nalazimo

—a—pzadivE:Ep,
&

ot

a otuda

! Treba naglasiti da se ovaj zakon za vezana naelektrisanja ne moZe dobiti kao posleica Maxwellovih jednacina, jer pri
samom dobijanju ovih jednacina morali smo pretpostaviti vazenje ovog zakona za vezana naelektrisanja.
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p(r,t) = p(r,0) exp[—%t] . (6)

To znadi da u provodnoj sredini prostorna qustina slobodnih naelektrisanja opada exponencijalno

sa vremenom i to utoliko brZe ukoliko je specificna provodljivost veéa a dielektricna konstanta

manja, sve dok se ne uspostavi stacionarno stanje.

Postavlja se pitanje da li ovo naizgled protivreci zakonu odrzanja naelektrisanja. Pri tome treba
imati u vidu da moZe postojati tok struje i u onim oblastima gde je p =0. Zamislimo sada neku
zatvorenu dovoljno udaljeno povrs S (Slika 1) takvu da je u svim njenim tackama i u izvesnoj oblasti
uz nju p =0. Pri tome u njenoj unutradnjosti moZe postojati i oblast u kojoj je p # 0, tj. u kojoj se

nalaze ova slobodna naelektrisanja.

Slika 1. Izra¢unavanje protoka naelektrisanja kroz povrs S

Stavljajuéi j= o E i koristeéi Gaussovu teoremu?, mozemo naéi protok naelektrisanja kroz ovu

povrs
j-ds=cfE-ds="q(), (7)
S S 3

gde je q(t) ukupno naelektrisanje unutar obuhvaéene zapremine V u uo¢enom trenutku t.

S druge strane, smanjenje ovog naelektrisanja u jedinici vremena, na osnovu (6), psole izmene

redosleda operacija, bice
dq op o o
A [Eav =Z(pav=Zq(1). 8
dt \-[ ot £ Jp £ 9O (8)

Prema tome, protok slobodnih naelektrisanja kroz granicnu povrs jednak je smanjenju

obuhvacenog naelektrisanja u jedinici vremena.

2 SBE-dS:qui
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2. Pomerajne struje

Na osnovu Maxwellovih jednacina i zakona odrZanja naelektrisanja moZe se pokazati da sem

obicénih, kondukcionih struja postoji jos jedan oblik struje, tzv. pomerajna struja.

Iz ¢etvrte Maxwellove jednacine vidimo da se pored strujne gustine slobodnih naelektrisanja
pojavljuje i jedna dopunski ¢lan oD/ ot, koji moZzemo iterpretirati kao gustinu izvesne dopunske
struje. Ova struja naziva se prema Maxwellu pomerajna struja®, a njenu gustinu ozna¢avamo sa

. oD
Jpom = E' (9)

tako da je gustina ukupne struje

. . oD . .
Juk=j+E:J+Jpom. (10)

Ispitajmo sada osobine pomerajnih struja. Ako cetvrtu Maxwellovu jednacinu napiSemo u obliku
rotH = j+ o, (11)
zapazamo da se gustina pomerajne struje nalazi u potpuno istom odnosu prema jacini magnetnog

polja kao i gustina kondukcione struje. Stoga pomerajna struja stvara oko sebe magnetno polje i to

po istim zakonima kao i kondukciona struja i zbog ove osobine se ova veli¢ina i tretira kao struja.

Medutim, po drugim osobinama pomerajna struja se bitno razlikuje od kondukcione: u oblasti gde
jedino ona postoji nema nikakvog kretanja slobodnih naelektrisanja, moZe biti samo kretanja
vezanih. Stoga pomeajna struja ne izaziva niz efekata svojstenih kondukcionoj struji, kao $to su
razvijanje Jouleove toplote i hemijsko dejstvo, ali moZe biti efekata od kretanja vezanih
naelektrisanja®.
Ako obrazujemo divergenciju obeju strana jednacine (10), posle izmene redosleda operacija
imamo

divj, = divj+édivD, (12)

ot

pa na osnovu prve Maxwellove jednacdine i jednacine kontinuiteta dobijamo
% _y.

divj, =divj+— 13
Juk .l+ 8t ( )

3 U zavisnosti od specifi¢ne provodljivosti i frekvencije promene polja ove dve komponente imaju razli¢it znaéaj.

U slucaju dobrih provodnika (metali) i pri niskim frekvencijama pomerajna struja je mala i moze se zanemariti prema
kondukcionoj. Medutim, u slucaju salbih provodnika (izolatori) i pri visokim frekvencijama kondukciona struja se moze
zanemariti i pomerajna struja igra osnovnu ulogu.

4 Tako na primer, u sluéaju dielektrika sa permanentnim dipolima promena njegove polarizacije praéena je
oslobadanjem ili apsorbovanjem izvesne koli¢ine toplote, Sto je ¢ak veoma izrazito pri visokofrekventnim poljima, ali
se ova pojava pokorava sasvim drugim zakonitostima nego izdvajanje Jouleove toplote.
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Imajuci u vidu fizi¢ki smisao divergencije, odavde vidimo da su strujne linije ukupne struje, koju

Cine kondukciona i pomerajna struja, uvek bezizvorne tj. nemaju ni pocetka ni kraja. Ova osobina

pomerajnih struja ekvivalentna je zakonu odrZanja naelektrisanja in a osnovu nje svako kolo struje
moZe se tretirati kao zatvoreno.

Da bismo sagledali smisao pomerajne struje, uporedimo je sa pojavom elektromagnetne indukcije.
U tom cilju posmatrajmo sluc¢aj kad nema kondukcionih struja, tada trec¢a i ¢etvrta Maxwellova
jednacina ima oblik

rotE:—a—B, rotH :a—D. (14)
ot ot

Odavde vidimo da svaka promena magnetnog polja stvara elektri¢no, a svaka promena elektricne
indukcije stvara magnetno polje, pri cemu linije sila nastalog polja obavijaju linije sila primarnog,
kao Sto je prikazano na Slici 2. Prva od ovih pojava karakteriSe elektromagnetnu indukciju, a druga

pomerajnu struju, odakle se neposredno vidi analogija izmedu ove dve fizicke pojave.

Slika 2. Indukovano elektri¢no i magnetno polje

Ako izraz (9) za pomerajnu struju na osnovu definicije®> vektora D napiSemo u razvijenom obliku,

moZemo ga razviti na dva dela

oD 0o
=2 - (¢E+P), 15
Jpom 6t 6t( 0 ) ( )
odnosno
OE OP
Jpom ZEOE—FE' (16)
sD=gE+P



Prvi ¢lan predstavlja tzv. Cistu pomerajnu struju, kad nema polarizacije (P =0), a drugi dopunsku
komponentu usled polarizacije sredine i ovaj ¢lan se poklapa sa srednjom strujnom gustinom
vezanih naelektrisanja usled polarizacije. Prema tome, pomerajna struja sastoji se iz dveju
komponenti: Ciste pomerajne struje, gde nema nikakvog kretanja naelektrisanja i pomerajne struje
usled poalrizacije sredine, gde se vrsi samo pomeranje vezanih naelektrisanja unutar atoma ili
molekula. Pri tome magnetno polje svake od ovih komponenti potice od menjanja odgovarajuceg
elektricnog polja.

Kao primer navodimo prolazak naizmenicne struje kroz ravan kondenzator (Slika 3).

AN oD
ot

+++++H+ 4+

Slika 3. Prolazak naizmeni¢ne struje kroz ravan kondenzator

Ovde je u prostoru izmedu plo¢a 0D/t #0, pa se tu javlja pomerajna struja u pravcu elektriénih
linija sila. Ova struja proizvodi magnetno polje sa kruznim linijama sila, koje je takvo kao da izmedu

ploc¢a kondenzatora svom Sirinom proti¢e kondukciona struja iste jacine.



3. Integralni zakoni elektrodinamike

Maksvelove jednacine

divD = p, divB =0,

rotE=—@, rotH :j+@,
ot ot

omogucavaju da se dobiju i odgovarajuéi integralni zakoni elektrodinamike analogni polaznim
osnovnim zakonima.

Ako prvu od ovih jednacdina integralimo po proizvoljnoj zapremini V , imaéemo

IdideV =jpdv, (17)
\ \

a zapreminski integral na levoj strain moZemo prema Gausovoj teormi® pretvoriti u povrsinski,

¢ime dobijamo

qSD.dS=jpdv. (18)

Ovaj obrazac izrazava generalisani Kulon-Gausov zakon, koji predstavlja uopStenje Gausove
teoreme (pogledati fusnotu 2).

Integralimo sad drugu Maksvelovu jednacinu po proizvoljnoj zapremini

_[dideV =0, (19)
\

pa pretvorimo ovaj zapreminski integral prema Gausovoj teoremi u povrsinski

B-dS=0. (20)
9

To je generalisana Aperova hipoteza kao uopstenje Amperove hipoteze koju smo ranije uveli kada
smo govorili o integralnim zakonima elektrodinamike kao postulatima.
Uzmimo sada tre¢u Maksvelovu jednacinu, pa je integralimo po proizvoljnoj otvorenoj povrsi S
oB
IrotE~dS:—I—-dS. (21)
S S at
Ako povrsinski integral na levoj strani prema Stoksovoj teoremi’ pretvorimo u linijski, a na desnoj

strani izmenimo red operacija divergencije po vremenu i integriranja po povrsi, dobi¢cemo

6 Gausova teorema o pretvaranju povrsinskih integrala u zapreminske: (j)A -dS = JdiVA dv .
S v

7 Stokesova teorema o pretavaranju linijskih integrala u povrsinske: gSA -dl = J rotA-ds.
L S



SﬁE-dIz—%jB-dS, (22)
S

L

jer B je funkcija i poloZzajai vremena, pa ako se prvo B integrali po fiksiranoj povrsi S, dobijeni

integral '[B~dS zavisi¢e samo od vremena, te ¢e izvod tog integrala po vremenu biti obi¢an (a ne

parcijalni). Ovaj obrazac izrazava generalisani Faradejev zakon, koji predstavlja uopStenje
Faradayeovog zakona indukcije koga smo ranije uveli kada smo govorili o integralnim zakonima
elektrodinamike kao postulatima.

Integralimo, najzad, ¢etvrtu Maksvelovu jednacinu po proizvoljnoj otvorenoj povrsi
rotH-dS = +—|-dS, (23)
Jrom-as= ][+ 2]

pa pretvorimo opet povrsinski integral na levoj strani prema Stokesovoj teoremi u linijski
D
<j§H dl = j(ﬁa—J ds. (24)

To je generalisani Amper-Maksvelov zakon kao uopstenje Maksvelovog zakona i Amperove
teoreme kao postulata elektrodinamike.

Dobijene jednaline predstavljaju integralne zakone elektrodinamike i ako indeksima n i t
oznacimo normalne odnosno tangencijalne komponente odgovarajucih vektorskih veli¢ina, gornje

jednacine moZemo napisati i u obliku

$D,ds = [pav, (25)
S \Y
$B,ds =0, (26)
S
gSEtdlz—%IBndS, (27)
L S

@H dl = j(

Ove jednacine karakteriSu elektromagnetno polje u relativno malim oblastima i potpuno su

jds (28)

ekvivalentne Maxwellovim jednacinama.



4. Grancni uslovi

Iz navedenih integralnih zakona mogu se dobiti zakljuéci o ponaSanju elektricnog i magnetnog
polja na grani¢nim povrSima dveju sredina. U prethodnim razmatranjima uvek smo precutno
pretpostavljali da su dielektricna konstanta, magnetna permeabilnost i specificna provodljivost
neprekidne funkcije poloZaja i vremena.

Medutim, kad postoje ostre granicne povrsi izmedu pojedinih oblasti, ove veli¢ine trpe skok na

ovim povrsima, te Maxwellove jednacine u samim tackama ovih povrsi gube svoj smisao. Da bi
ustanovili ponasanje jacina elektri¢nog i magnetnog polja, moramo podi od integralnih zakona (25-
28), koji vaze i u ovom slucaju.

Podimo od drugog od navedenih zakona

gS B, dS =0 (29)

i za povrS S izaberimo cilindar koji se delimi¢no nalazi u prvoj, a delimi¢no u drugoj sredini sa

bazisima paralelnim elementu AS granicne povrsi (Slika 4).

e (1

By

Slika 4. Ponasanje ja¢ine magnetskog polja na grani¢noj povrsi.

Za pozitivan pravac normale uzmimo pravac iz prve sredine u drugu, odreden jedini¢nim vektorom

N, u centru AS i pretpostavimo da je ovaj cilindar beskona¢no mali, tako da moZemo uzeti da
normalne komponente vektora B u svim tackama bazisa imaju iste vrednosti, naime B, i B,,.
Ako sa AS, i AS, oznaimo povrsine bazisa cilindra, sa h nhegovu visinu, sa | obim preseka
cilindra, a sa I§(n) srednju vrednost normalne komponente vektora B na boc¢noj povrsini cilindra,

prema gornjem obrascu i sliciimamo



B,,AS, —B,,AS, +B,,lh=0. (30)

Pustimo sad da h teZi nuli, tada zadnji ¢lan ove jednacine otpada, pa dobijamo

B,,AS-B,,AS =0, (31)
a otuda
B,y =B, (32)

$to moZemo izraziti i pomocu jedini¢nog vektora normale n,, stavljajuci B, =n,-B
n,-(B,-B,)=0. (33)
Normalne komponente magnetne indukcije pri prelazu kroz granicnu povrs menjaju se

kontinuirano.

Uzmimo sada prvi integralni zakon (25)

gSDn ds =jpdv (34)

i za povr$ S izaberimo opet isti cilindar kao u prethodnom slucaju. Ako sa Aq oznac¢imo koli¢inu

naelektrisanja u unutrasnjosti ovog cilindra, bi¢e

[pdv =Aq=pAsh, (35)
\%

pa sa analognim oznakama imamo
D,,AS, —D,,AS, + D,,lh=5ASh. (36)

Ako pretpostavimo da h teZi nuli, poslednji ¢lan na levoj strani otpada, dok izraz na desnoj strani u

opstem sluéaju ne mora teziti nuli. Uvedimo stoga oznaku

n=lim(ph), (37)
a posto je
sh=29p_Ad,_Ad (38)
AV ASh AS
bice
i Ag
n= L'LT(]E (39)

odakle vidimo da 7 predstavlja povrsinsku gustinu, tj. naelektrisanje po jedinici povrsine. Tada
prethodna jednacina dobija oblik

D, AS-D,,AS =nAS , (40)
odnosno

D2n - Dln =n, (41)
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$to moZemo napisati i u vektorskom obliku, na slican nacin kao i malopre
no.(Dz—Dl):n. (42)
Normalne komponente vektora elektricne indukcije pri prolazu kroz graniénu povrs trpe skok za

vrednost povrsinske gustine na tom mestu. Ako nema slobodnih povrsinskih naelektrisanja, tj. ako

je n=0, bice D,, =D

1n *

Primenimo sad tredi integralni zakon (27), izmenivsi u njemu red operacija

gLSEtdI =—£a§” ds (43)

i za konturu L izaberimo konturu koja se delimi¢no nalazi u prvoj, a delimi¢no u drugoj sredini sa

stranama paralelnim linijskom elementu Al na grani¢noj povrsi (Slika 5).

Slika 5. Ponasanje jacine elektri¢nog polja na grani¢noj povrsi.

Za pozitivan pravac tangente uzmimo orijentisani pravac prikazan na slici, odreden jedini¢nim

vektorom tangente T,, u centru duZi Al i pretpostavimo da je ova kontura beskona¢no mala, tako

da mozemo uzeti da tangencijalne komponente vektora E u svim tatkama paralelnih strana imaju

iste vrednosti, naime E,, odnosno E, . Ako sa Al, i Al, ozna¢imo duZine paralelnih strana

konture, sa h duZinu bocne strane, sa E(t) srednju vrednost tangencijalne komponente vektora E

na bo¢nim stranama konture, a sa 0B, /ot srednju vrednost veli¢ine 0B, /ot na povrsi oivicenoj

posmatranom konturom, prema gornjem obrascu i sliciimamo

E,Al, - E Al +E, 2h = —a;“ Alh. (44)

Pustimo sa da h teZi nuli; zadnji ¢lan na levoj i ¢lan na desnoj strani otpadaju, pa dobijamo
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E, Al-E, Al =0, (45)
a otuda

E, =E,. (46)

Ovde treba imati u vidu da su E, i E, algebarske vrednosti tangencijalnih komponenti,

orijentisanih kao na slici, tako da se pri prolazu kroz grani¢nu povrS menja njihova orijentacija.

Ovaj granicni uslov se takode moZe izraziti pomocu jedinilnog vektora normale n, na grani¢nu

povrs, ako uvedemo i jedini¢ni vektor normale n na povr$ ove konture. Tada je prema slici

T, =N xN,, pa se tangencijalna komponenta moze napisati u vidu
E =7,-E=E-(nxn;)=n-(n,xE), (47)
¢ime gornji uslov dobija oblik
n-[n,x(E,—E,)]=0. (48)
Posto ova relacija mora da vazi za svaku orijentaciju n ove konture, odavde proizilazi
n,x(E,—E;)=0 (49)
Sto predstavlja traZeni vektorski oblik gornjeg grani¢nog uslova.
Tangencijalne komponente jacine elektricnog polja pri prolazu kroz grani¢nu povrs menjaju se

kontinuirano.

Iskoristimo, najzad, i etvrti integralni zakon (28)
95th|zj(jn+aDnjds (50)
L S at

i za konturu L izaberimo opet istu konturu kao u prethodnom slucaju. Sa analognim oznakama

tadaimamo

H, Al —Hy AL +H, 2h = j Alh+ aa[i” Alh, (51)

pa pustimo da h teZi nuli, poslednji ¢lanovi na levoj i desnoj strani otpadaju, dok prvi ¢lan na

desnoj strain u opstem slucaju ne mora teziti nuli. Uvedimo stoga oznaku

|n:Ligg(inh):LiLg[(]-n)h]zn-Lim(]-h) (52)
li
I =n-I, I:Ligg(j.h), (53)
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pa oznacavajuci sa Al jacinu struje kroz povr$ konture, a sa Al projekciju duz Al na pravac

normalan na vektor | (Slika 6), imacemo

JTh:AIh: Al h:AI, (54)
AS, Al h Al
odnosno
I, = IimA—I } (55)
h—0 Aln

Slika 6. Linijska strujna gustina povrsinskih struja.
Tada prethodna jednacina dobija oblik
H, Al —H Al =1 Al , (56)
odnosno

Hy—Hy =1 (57)

-
Ovaj uslov se takode moze napisati i u vektorskom obliku, na sli¢an nacin kao i u prethodnom
sluéaju
n-[n,x(H,-H,)]=1,=n-1, (58)
a otuda, posto ova jednakost mora da vazi za svako n
nox(HZ—Hl):I. (59)
Ovako formulisan ovaj graniéni uslov ima to preimucéstvo da je nezavisan od proizvoljnosti u izboru

jedini¢nog vektora T, na grani¢noj povrsini.

8 U knjizi profesora B. Mili¢a, Meksvelova elektrodinamika, na strani 119, pise da je ovo linijska gustina povrsinskih
struja.
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Prema tome: tangencijalne komponente vektora jacine magnetnog polja pri prolazu kroz grani¢nu

povrs trpe skok za vrednost linijske qustine povrsinskih struina na tom mestu. Ako nema

povrsinskih struja, tj. ako je 1 =0, bice H,, =H,,.

Dobijene relacije u skalarnom obliku

Bn = Bin D,y =Dy =1, (60)
E, =E. Hy—H, =1,
ili odgovarajuce relacije izrazene pomocu jedini¢nog vektora normale
n,-(B,—B,)=0, (61)
no-(Dz—Dl):n, (62)
n,x(E,-E,)=0, (63)
nox(Hz_Hl):I (64)

nazivaju se graniéni uslovi u elektrodinamici’. Oni delimiéno odreduju ponasanje
elektromagnetnog polja na grani¢nim povrSinama dveju sredina u tom polju, gde karakteristike
sredina ¢, i o trpe skok. Pri tome podvucimo da ove grani¢ne uslove treba razlikovati od
grani¢nih uslova posmatranog elektromagnetnog polja, koji definiSu ponaSanje elektricnog i
magnetnog polja na grani¢noj povrsi posmatrane obalsti i koji moraju biti unapred poznati.

Sto se tice ostalih komponenata vektora B,D,E i H, njih moiemo na¢i samo ako znamo
materijalne jednacine svake sredine u tom polju. Ako one imaju jednostavan oblik!® , tada na

osnovu relacija (60) imamo

wH, = wmH,, (65)
&, —&E, =1, (66)
1 1
—D,, =—D,, (67)
& &
1 1
_BZI__Bltzln' (68)
H H

¢ime je u potpunosti odredeno ponasanje svih komponenata jacine polja i vektora indukcije na

grani¢nim povrsinama.

% Uslovi na granici dve supstancijalne sredine.
©D=¢E, B=yHij,=c(E+E").
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Iz izraza za zapreminsku gustinu polarizacionog (vezanog) naelektrisanja
divP=—p,, (69)
sledi
Py, —P,=—0,- (70)
Normalna komponenta vektora polarizacije na granici dveju sredina ima skok ukoliko se na njoj
nalaze povrsinska vezana naelektrisanja.

Analogno, iz izraza za zapreminsku gustinu vezanih struja (struje vezanih naelektrisanja) koja je

jednaka zbiru magnetizacione i polarizacione struje
Jvez

= rotM +E (71)
ot

sledi izraz za skok tangencijalne komponente!! magnetizacije

MZt - Mlt = Ivez' (72)

1 Proizvoljan vektor A mozemo razloZiti na normalnu i tangencijalnu komponentu u odnosu na ort N na slede¢i nacin

A=A +A
gde je
A, =(A-n)n
i
A, =(nxA)xn.
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